Universidad Andrés Bello.
FMM235 : Céalculo en varias variables.

Pauta del solemne 3.

P1.- Sea F el campo vectorial dado por ﬁ(ml, T, x3) = (21, —22,x3). Calcule [, F-di si:

a) ' es la circumferencia dada por z% + 22 = 4 y x3 = 7, usando la orientacién que usted
prefiera.

b) T es la recta que une los puntos g = (1,0,0) y ¢= (1,0,4).

c¢) T"es el helicoide parametrizado por
{Z(t) = (cos(4nt),sen(4nt),4t) | t € [0,1]}.

R1.- Primero verifiquemos si F' es un campo conservativo.
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y entonces F' es conservativo.

a) I' es la interseccién entre un cilindro y un plano horizontal, es decir una circumferencia
(como indicado). Aun sin dibujo es claro que es una curva cerrada. Por lo tanto [, F'-dZ = 0.

Las curvas en b) y c¢) son son cerradas y tenemos que ocupar la formula frﬁ - d¥ =

f(punto final) — f(punto inicial), donde f es la funcién tal que Vf = F. Para encontrar f
tenemos que solucionar la ecuacién :
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b) Dado que el punto initial es p'= (1,0,0) y el punto final es ¢ = (1,0, 4), obtenemos

[Far=s000-s000=5+5 -5 =8
r 2 2 2

c¢) El punto inicial es el valor de la parametrizacién cuando ¢t = 0, es decir (cos(0), sen(0),0) =
(1,0,0). El punto final es (cos(4r),sen(4w),4) = (1,0,4). Esos puntos son los mismos que

—

para la curva anterior, y F' es conservativo, por lo tanto que fr F.di =8.

P2.- Si ﬁ(xl, To,x3) = (—x2,x1, 1 + 21 + x2), calcule

//S(ﬁxﬁ)dg

donde S es la parte del cono 2% + 23 = (1 — x3)? que esta entre los planos z3 =0y x5 = 1,
con la normal hacia el exterior.

R2.- Primero hagamo un dibujo.
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Fijense que la superficie no esta cerrada : el texto habla de "la parte del cono entre los
planos”, que es unicamente la parte de la superficie 22 + 22 = (1 — x3)? donde se cumple
0<x3 <1

Dado que calculamos un rotacional, la integral se puede calcular a mano o con el teorema
de Stokes, que vamos a ocupar aqui. Tenemos

//(ﬁxﬁ)-ﬁ:/ F.dz
S oS

donde 0S es el borde de la superficie. Podemos ver en el dibujo que ese borde es una
circumferencia de interseccion del cono con x3 = 0. Lo podemos verificar con calculo : el
borde del cono esta constituido de las partes donde x3 =00 x3 =1,y

22 + 22 = (1 — 23)* ?+ai=1 22+ 22 = (1 — 23)*

x3 =10 3 =10 r3 =1 <:>x:<17170>

Podemos reconocer en la parte de izquierda una circumferencia de radio 1 y la parte de
derecha es un puro punto que no cuenta en la integral de linea. Esta circumferencia la
orientamos en el sentido antihorario dado que la integral de superficie esta orientada hacia
el exterior, es decir hacia arriba, y que en el teorema de Stokes el flujo sube a mano izquierda.

Para parametrizar esa circumferencia ocupamos las coordenadas cilindricas :

r1 = 1rcosb
. 2423 =1 r=1
Ty = rsenf con las ecuaciones &
T3 = 0 z=10
I3 = 2

Asi que eligemos como parametro ¢t = 6 : 0 — 2m (verificamos que el angiilo aumenta para
tener un sentido antihorario) y la parametrizacién es Z(t) = (cost,sent,0). Continuando el

calculo :
//(6xﬁ>-d§= F.dz
s a8

o —sent —sent
= / cost . cost dt
0 14 cost+sent 0

2 2T
= / sen”(t) + cos®(t)dt = / —1dt = —2r.
0 0
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P3.- Use el teorema de la divergencia en R?® para calcular

//ﬁ-d§
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3
. x
F(xy,x9,23) = (:leg, 32 + tan xs, l‘%ﬂfg + x%)

donde

y S es la mitad superior de la esfera de radio 1 centrada en el origen.

R3.-Primero hagamos un dibujo.

El teorema de la divergencia nos dice que la integral triple de la divergencia de F en el
volumen €2 es igual al flujo total de F a través de la superficie cerrada hacia el exterior.
Podemos ver que la superficie tiene dos partes : la mitad superior de la esfera S y un disco
D en el plano x3 = 0 que hace un "tapa de abajo”. En ecuacion :

///6-ﬁdx1dx2dx3://ﬁ.d§+//ﬁ-d§.
Q S D
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donde la parte que queremos calcular es [/ s F-dS.

Calculemos primero [, V - Fdz,dzydzs. Tenemos
- - O0F 0F, O0F;
V- F=

axl + 8.1‘2 + 81’3

Para parametrizar la mitad de bola pasamos en coordenadas esfericas. Las cotas de integracion
son :

_ 2 2 2
= x3 + T3 + 7.

r:0—1
0:0— 27
¢:0—= 7

(lo podemos ver en el dibujo o con calculo : z3 > 0 < sen ¢ > 0). Agregamos el Jacobiano

ya que es una integral triple con dxdzsdrs.
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Ahora calculemos [ D F -dS. El disco D tiene radio 1 y esta contenido en el plano x3 = 0,

y lo podemos parametrizar con cilindricas :

r1 =1rcosf u=r:0—1
To =rsenf y tenemos v=0:0—27
T3 =2 z=10

Obtenemos la parametrizacién Z(u,v) = (ucosv,usenv,0). Derivar con respecto a u da el

vector (cosw,senw, () derivar con respecto a v da (—usenv,ucosv,0).

—

coS v —usenwv 0 J k 0
senv | X | wcosv | =det | —usenv wcosv 0] =1 O
0 0 CoS v senv 0 —u

Reemplazando las valores de la parametrizacién en la expresion de F', obtenemos (0, 3 (usenv)?, (usenv)?).
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Ahora con la ecuacién inicial

///6-ﬁdxldedmgz//ﬁ-d§+//ﬁ-dﬁ,
Q S D
o 27
F.d§="—
J 7=

podemos ver que
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