Universidad Andrés Bello.
FMM235 : Céalculo en varias variables.

Coreccion del solemne 1.
P1.- Sea B el plano en R? dado por la ecuacion
I —|— ) —|— T3 = ]_

Considere el segmento de recta entre los puntos @ = (5,5,0) y b = (5,5,3). Encuentre el
largo de la proyeccion de tal segmento sobre el plano ‘.

R1.- Si & es la proyeccion de @ en el plano y que i es la proyeccion de b en el plano,
entonces el largo de la proyeccion es la distancia entre Z y 3 (ver dibujo).
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segmento proyectado

Metodo directo : Primero calculemos las proyecciones ¥ y y. Hay varios métodos para
calcular la proyeccion de un punto sobre un plan, aqui es una.

Dado que ¥ es la proyeccion de a sobre el plano, se obtiene que @— ¥ es ortogonal al plano, de
lo que se deduce que @ — ¥ es colineal al vector normal del plano 72, es decir que @ — ¥ = ari.
De la ecuacion del plano se deduce que 77 = (1,1, 1).

a no pertenece al plano pero ¥ si, dado que es la proyeccion sobre el plano. Entonces
cumple la ecuacion del plano. Como & = @ — a1, obtenemos :

T+ xo+x3=1

(a1 —any) + (a2 — ang) + (a3 — ang) =1

31 = (2,2,—3). Con la misma tecnica se

).

Ahora el largo de la proyeccion del segmento es simplemente la longitud del vector entre las
dos proyecciones, es decir, || — Z|| = ||(—1, —1,2)|| = V6.

de lo que se deduce que a = 3. Entonces ¥ = @ —
deduce que b — y = i con =4y luego y = (1,1, —

—_



Otro método : El largo del segmento de @ a b es Hg— d||. Uno puede ver en el dibujo que
la longitud de la proyeccion es ||b — @|| cos 6, donde 6 es el angtilo que hace el vector con el
plano. Para calcular un angulo 6 entre un vector y un plano, hay que calcular el angtilo ¢
con su vector normal y tomar ¢ = 7 — ¢. En ese caso obtenemos : cos ) = cos § — 6 = sen .

Como ¢ es el angtlo entre b—a y el vector normal 77, se obtiene que :

b — @l| cos @ = ||b — @]| sen ¢
- [l —ad) x|
=[b—dll - ——
|16 — | - [|7]|
_ I(b—a) >l
|I73]]

y el célculo da v/6.

P2.- Considere una funcién differenciable f(z,y). Sea gR?* — R dada por
g(s,t) = f(e®cost,e’sent).

R2.- Cuidado de no confundir % con (%)2.

Pruebe que

Gracias a la regla de la cadena, obtenemos que :

0y _of o 0f o
ds  Ox OJs Oy Os
= ¢e° cos t% + e® sen tg—z

porque % es simplemente la derivacion de f en respeto a su primera variable. De forma

similar :
dg _0f v 9f O
ot 0z ot Oy Ot
s I of
= esentaque COSt@y

De eso resulta que :

09\* _ (99\* _ (.. Of . Of\ T ) A
(%) +<§> = ecost%—i-e sent@—y + | —e sent%—i-e costa—y
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que es el resultado buscado.
P3.- Considere la funcién f(zy, ) = 2% + 23 + 2229 + 4.

— Encuentre los puntos criticos de f(z1,x2) y clasifiquelos.
— Encuentre la normal al plano tangente del grafo de f en el punto (0,0, f(0,0)).

R3.- Un punto critico es un punto donde el gradiente de f se cancela.
V(Z) = (2@, + 25129, 225 + 17).
Asi tenemos que resolver la ecuacion :

{ 201(14+x2) =0

2.%'2 + .I'% =0
La primera ecuacion se cumple en dos casos : si x; = 0, 0si 9 = —1. Si ;7 = 0, de la segunda
ecuacion se deduce que x5 = 0 y tenemos un primer punto critico (0,0). Si zo = —1, de

la segunda ecuacion se deduce que x? = 2, y tenemos dos puntos criticos : (v/2,—1) y

(—v2,-1).

La hessiana de f vale :
2+2x9 2z
Hess(f) = < o, 2 21) :

0 2
2— A 0

0 2—A
Pero (2 — \)? = 0 si y solo si A = 2. Todos los valores propios son positivos, y por eso (0,0)
es un minimo local.

Primer punto : (0,0) En (0,0), la hessiana vale (2 ) Para encontrar sus valores

) = 0, es decir (2 —\)? = 0.

propios, tenemos que resolver la ecuacion det (

2v/2
2

Segundo punto : (v/2,—1) En ese punto, la hessiana vale (2\0/5 ) y la ecuacion es

(=A\)(2 = A) — 8 =0, que se simplifica en A\ — 2\ — 8 = 0.

Es una ecuacion del segundo grado cuyo discriminante es A = 4 — 4 x (—8) = 36. Entonces
la ecuacion admite dos soluciones que son :

2 ++/36 \ 2 —4/36
= — 2:—

M 9 9

Dado que v/36 = 6 > 2, tenemos A\; > 0y Ay < 0. (v/2, —1) es un punto silla.

0 —2v/2

T : (=v2,-1) E la hessi !
ercer punto ( \/_, ) n ese punto, la hessiana vale <_2\/§ 9

es (—\)(2—X) —8 = 0. Podemos ver que la ecuacion es la misma que para el segundo punto,
asf que la soluciones son las mismas, y deducemos que (—+/2, —1) es tambien un punto silla.

) y la ecuacion



Plano tangente en (0,0, f(0,0)) Intuitivamenta, dado que (0,0) es un minimo de f, el
plano tangente al grafo en ese punto es horizontal y su vector normal es en la direccion des
eje k, es decir, 77 = (0,0,1). Eso se puede verificar con calctilo.

Lo que sabemos hacer es encontrar normales a curvas de nivel. El grafo de f es por definicion
la curva (xy, 9, f(x1,22)), es decir que es descrita por la ecuacion x3 = f(x1,22). Esa
ecuacion se puede escribir como z3 — x3 — 13 — ziry — 4 = 0. Asf el grafo de f es la curva
de nivel de la funcion g(z1,xo,x3) = 13 — 23 — 23 — 2225 — 4. El gradiente de esa funcion
es Vg(%) = (—2x, — 2z1m9, —2x9 — 22, 1). Para obtener el vector normal al plano tangente
en (0,0, f(0,0)) = (0,0,4), se evalua el gradiente en ese punto y obtenemos Vg(0,0,4) =

(0,0,1). Se puede calcular asi el plano tangente pero no es requerido por la pregunta.



